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[L.1] Sment S € SH(R) et M € M, (R).
o “('"MSM) = 1kl\/I 'S'™M ) = '"MSM car S est symétrique.
e VX € M, 1(R) "X("MSM)X = “(MX)S(MX) > 0 car S est positive.

"MSM € S;F(R)

- Comme S est symetrlque il existe P € O, (R) et D = diag(Ay, ..., A\,) diagonale
tels que S = PDP~! = PD'P. Pour X € M, 1(R), posons Y = "PX = “(y1 - - yn).

e Si\; > 0 pour tout i, alors "X SX = ‘Y DY = S Aiyi2 = 0done S € SF(R).
Si de plus A; > 0 pour tout i, on obtient, pour tout X # 0, Y = P71X #£ 0 et
'XSX > 0, donc S € S;H(R).

¢ SiSeS(R), enprenant Y= "(0---1---0),ona ‘XSX="YDY =\ >0
(> 0sideplus S €S (R) car Y #0).

SESi(R)==sp(S)CRT et SeS (R) <= sp(S) CRY

Il est clair que A est symétrique. xa = det(A — XIp) = X2 — 3X + 1, de racines
sp(A) = {3 _2\/5, 5 +2\/5} CR**

D’aprés la question 1.2, A e SH(R)

On remarque que —1 est valeur propre de B pour t( 10 0) donc
B ¢ ST (R)

T est symétrique par hypothése. Comme T est semblable a S, elle a les mémes
valeurs propres que S, qui sont positives car S € S;7 (R).

Soit X # 0 tel que MX = AX. Alors X = AM~'X. Comme \ # 0 (M est
inversible) ona M™!X = A7'X et A™! € sp M1 Ainsi {A\7! | A € sp M} Csp(M™1).
Comme (M~1)~! = M, on obtient I'inclusion inverse de maniére analogue.

[spM1) = (A1 Aesp(M)}]

Soit S € S (R).
o (STH=('S)"'=S""carSest symetrique donc S~ est symétrique.

e D’aprés la question précédente, sp (S71) = {A\"1 | A €sp(S)} Cc R**
car S est définie positive (question 1.2).

SeST*(R) =S €S/ (R)]
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Supposons que pour tout X € M, 1(R), ‘X SX = 0. Soient \ € sp (S) et X # 0
un vecteur propre associé. Alors 0 = ‘X SX = A||X||2 et comme X # 0 on a A = 0.
Puisque S est diagonalisable, S est alors semblable a la matrice nulle, donc nulle.

(VX e M, 1(R) 'XSX=0)=S=0

Si S < Sz et Sz < Sy alors pour tout X € M,, 1(R) on a tX(Sg —-S51)X>0
et "X(S; —S2)X > 0 done tX(SQ —S1)X =0 et d’apreés la question 1.7, S; = S,.

‘(81§SQ et SQ<Sl):>81:SQ‘

Prenons Sl = ((1) g) et S2 = (g (1)> Alors SQ _Sl = Sl - SQ = (é _01>

Comme —1 est valeur propre de cette matrice, on n’a ni S; < Sg ni So < Sy d’aprés
la question I1.2.

1 0 2 0 1 0
Prenons S; = (O 1> et Sg = (O 1). Alors Sp — S; = <0 O)'
D’aprés la question 1.2, S; < Sy avec S; # S mais So — S1 ¢ ST (R).

Les valeurs propres de a(Ss — S;) sont exactement de la forme a\ pour
A €8p(S2 — S1). D’aprés la question 1.2,

‘ Si S; < So, alors aS; < aSs pour a > 0 et aSs < Sy pour o < 0.

Puisque S+ Sz — (S+S1) =S2 — S1 € S (R),

S1<S = VS€eS,(R) S+8<S+8S

En appliquant la question 1.1 & S; — S; on obtient

S; < Sy = VYMe M,(R) ‘MSM< "MS;M

Si X est valeur propre de S, alors A — 1 est valeur propre de S — I, € S;F(R)
donc A > 1. On en déduit que sp (S) C [1;+00[ C RT* donc

S € GL,(R)

S~! est symétrique d’aprés la question 1.6.b.
e D’aprés la question 1.6.a, sp (S™!) € ]0;1] donc 0 < S~1.
e Aesp(S7) <= 1-Aresp(l,—-SY
Comme 0 < A<1l,ona0<1—-A<1douS!<IL,.

LLSS$O<S_1<IH

Comme “(‘MM) ="M ‘(‘M) = ‘MM, ona ‘MM € S, (R).
De plus, si X € M, 1(R) et X # 0, on a ‘X "MMX = *( MX)(MX) = |[MX]|2 >0
car M € GL,(R). Donc

M € GL,(R) = "MM € S} *(R)




